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Tugas akhir ini membahas tentang definisi Smarandache ring reguler, yaitu dengan cara 
mengembangkan konsep Smarandache ring yang telah diperkenalkan oleh Srinivas T. dengan 
Sekhar Rao, A.K.S. Candra. Smarandache ring mempunyai  proper subset A  yang  bersifat field, 
sedangkan suatu Ring R  dikatakan reguler jika masing-masing elemen R  adalah reguler. 
Berdasarkan hal itu akan diperoleh suatu definisi tentang Smarandache ring reguler, yaitu 
diberikan  suatu ring R , R  didefinisikan sebagai Smarandache ring reguler (S-ring reguler) jika 
di R  terdapat proper subset A, sedemikian hingga A   merupakan semigrup atas perkalian, 
terdapat elemen Ae  sedemikian hingga aea  untuk setiap Aa , dan untuk setiap Aa  
terdapat Ax  sedemikian hingga aaxa . 
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 Bab I ini membahas tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 
masalah, tujuan dan manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 
 
1.1 Latar Belakang 
 Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi pada saat sekarang ini 
sangatlah pesat. Hal ini mengakibatkan persaingan global berlangsung ketat, baik 
didunia politik, ekonomi, maupun didunia kebudayaan. Untuk menguasai ilmu 
pengetahuan dan teknologi tidak hanya dengan penguasaan satu ilmu saja, tetapi 
harus menguasai ilmu-ilmu dasar yang dapat menunjang seperti Matematika. Oleh 
sebab itu, Matematika sangat penting untuk dipelajari. Karena ilmu Matematika 
merupakan bagian dari ilmu pengetahuan yang turut menunjang perkembangan 
ilmu pengetahuan dan teknologi. Salah satu bidang ilmu dalam matematika yang 
mempunyai peranan penting adalah struktur aljabar. karena struktur aljabar sangat 
erat hubungannya dengan ilmu matematika.  
Struktur aljabar yang termasuk dalam pembahasan Matematika adalah 
Ring, yaitu suatu himpunan R  dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan 
perkalian, yang dinotasikan dengan  dan . Dimana operasi penjumlahan  
di R  merupakan suatu grup abelian (komutatif). Sedangkan operasi perkalian  
di R  bersifat tertutup dan assosiatif. Terhadap operasi penjumlahan  dan 
perkalian  pada R  bersifat distributif kanan dan distributif kiri. 
 Masalah ring telah banyak dibahas dalam ilmu Matematika dan semakin 
berkembang. Tahun 1936 Neumann John V. memperkenalkan konsep tentang 
reguler untuk element-element ring dalam jurnalnya ” On Regular Rings”. 
Neumann menjelaskan bahwa suatu ring R  dikatakan reguler jika dan hanya jika 
masing-masing element R  adalah reguler. R  adalah reguler jika untuk setiap 
element Ra  terdapat x  di R  sedemikian hingga aaxa .  
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 Pengembangan ilmu struktur aljabar salah satunya adalah Raul Padilla 
pada tahun 1998 dalam sebuah jurnal yaitu tentang Struktur Aljabar 
Smarandache. Padilla melanjutkan penelitian yang ditulis oleh Florentin 
Smarandache yang dikenal dengan judul ”Special Algebraic Structures”. Padilla 
menjelaskan mengenai konsep Struktur  Aljabar Smarandache yang sebagian 
besarnya tentang assosiatif operasi biner. 
Sekarang ini, konsep tentang Smarandache telah banyak dibahas dalam 
sebuah jurnal. Tahun 2009 Sekhar Rao, A.K.S.Chandra memperkenalkan 
penelitiannya dengan Srinivas, T. yang berjudul ”On Smarandache Rings”. Suatu 
Smarandache ring (S-ring) didefinisikan dengan ring A , sedemikian hingga 
proper subset A  merupakan field terhadap operasi yang sama.  
Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis tertarik untuk 
mengembangkan jurnal dari India yang ditulis oleh Srinivas, T. dan Sekhar Rao, 
A.K.S.Chandra dalam bentuk skripsi dengan  judul ” Smarandache Ring 
Reguler” 
   
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan yang diangkat dalam tulisan ini adalah bagaimana definisi 
Smarandache Ring Reguler. 
 
1.3 Batasan Masalah 
Permasalahan yang dibahas dalam penulisan skripsi ini dibatasi pada: 
1) Ring yang dibahas adalah Ring Reguler. 
2) Ring yang diangkat juga harus Smarandache Ring. 
 
1.4 Tujuan dan Manfaat Penelitian 
1.4.1 Tujuan Penelitian 




  I-3 
1.4.2 Manfaat penelitian 
            Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah 
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini ada 
dua, yaitu manfaat khusus dan manfaat umum : 
1) Manfaat Umum 
Manfaat secara umum dari penelitian ini adalah Penulis berharap dapat 
mengembangkan wawasan keilmuan dalam bidang matematika mengenai ring. 
2) Manfaat Khusus 
Manfaat secara khusus dari penelitian ini adalah Penulis dapat mengetahui 
lebih banyak materi yang berkaitan dengan Smarandache ring. 
 
1.5 Sistematika Penulisan  
Sistematika dalam pembuatan tulisan ini mencakup 5 bab, yaitu: 
Bab I Pendahuluan 
 Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan 
masalah, tujuan dan manfaat penelitian, dan sistematika penulisan. 
Bab II Landasan Teori 
 Bab ini berisikan informasi tentang teori-teori yang digunakan dalam 
penulisan ataupun metode/teorema yang dipakai, yaitu ring, reguler 
ring, dan field.    
Bab III Metodelogi Penelitian 
 Bab ini berisikan studi literatur yang digunakan penulis serta langkah-
langkah yang digunakan untuk mencapai tujuan dari skripsi ini.    
Bab IV Pembahasan 
 Bab ini berisikan penyelesaian masalah Smarandache ring reguler. 
Bab V Penutup 
 Bab ini berisi kesimpulan dan saran.  





Bab dua ini akan membahas tentang ring, reguler ring, dan field yang 
merupakan teori pendukung untuk membahas tentang Smarandache ring reguler. 
 
2.1 Ring 
Ring adalah salah satu bidang ilmu dalam struktur aljabar yang 
mempunyai peranan penting. Ring merupakan suatu himpunan R  dengan dua 
operasi biner yang dinotasikan dengan  dan . Operasi penjumlahan  di 
R  merupakan suatu grup abelian (komutatif). Sedangkan operasi perkalian  di 
R  bersifat tertutup dan assosiatif. Terhadap operasi penjumlahan  dan 
perkalian  pada R  bersifat distributif kanan dan distributif kiri. Sebagaimana 
dinyatakan pada definisi berikut ini: 
 
Definisi 2.1 (Gilbert, Jimmie., dan Gilbert, Linda., 1991) Diberikan R  suatu 
himpunan dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian, yang 
dinotasikan dengan  dan . Maka R  dikatakan suatu Ring jika aksioma-
aksioma berikut terpenuhi: 
1. R  tertutup pada penjumlahan yaitu: Rba , Rba , . 
2. Penjumlahan di R  adalah assosiatif  yaitu: cbacba , 
Rcba ,, . 
3. R  merupakan identitas penjumlahan yaitu terdapat elemen R0  sehingga 
aaa 00 , Ra . 
4. Untuk setiap Ra  terdapat suatu elemen Ra  sehingga 
0)()( aaaa , ( a  disebut penjumlahan invers dari a ). 
5. Penjumlahan di R  adalah  komutatif yaitu  abba , Rba , . 
6. R  tertutup pada perkalian yaitu Rba , Rba , . 
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7. Perkalian di R  adalah assosiatif yaitu cbacba , Rcba ,,  
8. Distributif perkalian terhadap penjumlahan yaitu: 
 cabacba , Rcba ,,  (distributif kiri) 
 cbcacba , Rcba ,,  (distributif kanan). 
 
 Dapat dilihat bahwa dari aksioma (1) sampai aksioma (5) membentuk 
suatu grup abelian (komutatif) pada penjumlahan dan aksioma (6) dengan 
aksioma (7) membentuk  suatu semigrup terhadap perkalian. Secara ringkas 
definisi 2.1 dapat ditulis dengan: 
 
Definisi 2.2 (Gilbert, Jimmie., dan Gilbert, Linda., 1991) Diberikan R  suatu 
himpunan dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian, yang 
dinotasikan dengan  dan . Maka R  dikatakan suatu Ring jika aksioma-
aksioma berikut terpenuhi: 
1. ,R  merupakan grup komutatif (Abelian). 
2. ,R  bersifat tertutup dan assosiatif.  
3. Distributif perkalian terhadap penjumlahan yaitu: 
 Hukum distributif kiri, yaitu cabacba . 





Z  adalah merupakan suatu ring. 
Penyelesaian : 
Tabel 2.1 Penjumlahan himpunan bilangan bulat modulo 4 ,
4
Z  
 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 2 3 0 
2 2 3 0 1 
3 3 0 1 2 
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Tabel 2.2 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 4 ,
4
Z  
 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 
2 0 2 0 2 
3 0 3 2 1 
 
Berdasarkan Tabel 2.1 dan Tabel 2.2, akan ditunjukkan bahwa  3,2,1,0
4
Z  
merupakan suatu Ring bila memenuhi: 






















Diambil sebarang nilai dari 
4
Z  
Misalkan 1,2 ba  dan 
4
3 Zc  
2312cba  
2312cba  
Sehingga 2cbacba . 
 
 Adanya unsur satuan atau identitas. 





2 Za  
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2 Za  adalah unsur satuan atau identitas. 
 
 Adanya unsur balikan atau invers 
            Ambil sebarang nilai dari 
4
Z  
            Misalkan 
4
3 Za  







Maka 1a . 
Sehingga 
4
Z  adalah unsur balikan atau invers. 
 
 Komutatif 











Sehingga : 1abba  
Maka 
4
Z  komutatif. 
Jadi, 3,2,1,0
4























Ambil sebarang nilai dari 
4
Z  
Misalkan 1,2 ba  dan 
4
3 Zc  
232312cba  
232312cba  
Sehingga 2cbacba  , maka 
4
Z  assosiatif. 
Jadi, 3,2,1,0
4




3) Distributif perkalian terhadap pejumlahan ,,
4
Z  
Diambil sebarang nilai dari 
4
Z  
Misalkan 1,2 ba  dan 
4
3 Zc  
 
 312cba       




               
            3212caba  





Maka, 0cabacba  
 
 312cba    




           
3132cbca  





Maka, 1cbcacba . 
Jadi, 3,2,1,0
4




Z  memenuhi semua aksioma-aksioma yang ada, maka 
4
Z  


























A  dengan 
11







B  dengan 
22
, ba . Akan ditunjukkan bahwa 
22
M  memenuhi atau 
tidak, aksioma-aksioma pada ring, yaitu:  
 







































M  tidak  tertutup  terhadap penjumlahan bilangan real. 
Karena 
22
M  tidak tertutup terhadap penjumlahan bilangan real, maka 
22
M  bukanlah suatu ring. 
 
Definisi 2.3 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Suatu ring R  






Z  merupakan suatu ring komutatif. 
Penyelesaian : 
Ambil sebarang nilai dari 
4
Z , misalkan 2 dan 3 
4
Z  
 232ba   
 223ab  
Sehingga  2abba  
Karena ring ,,
4
Z  tersebut memenuhi sifat komutatif, maka ring ,,
4
Z  
merupakan Ring Komutatif (Abelian). 
 
Berdasarkan definisi 2.1 dan definisi 2.3 tentang Ring komutatif, hal ini 
menyatakan bahwa ring mempunyai elemen identitas terhadap operasi 
penjumlahan  yaitu 0 (nol), dan elemen identitas untuk operasi perkalian  
yang disebut unity yaitu 1 . Sehingga perlu diberikan definisi dan teorema 
tentang unity yang akan dijabarkan berikut ini. 
 
Definisi 2.4 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Diketahui R  ring. 
Jika terdapat elemen Re  sehingga untuk setiap Ra  berlaku aeaae , 
maka e disebut unity dan R  adalah ring dengan unity. 
 
Definisi 2.5 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Suatu elemen a  di 
ring R  dengan unity, disebut unit jika mempunyai perkalian invers, yaitu terdapat  
Rb sedemikian hingga baab 1 . 
 
Teorema 2.1 (Fraleigh, John B., 1994) Jika R  ring dengan unity, maka unity  1  
merupakan  identitas perkalian yang tunggal di R .  
Bukti:  
Diandaikan ada elemen R
'
1  sebagai identitas perkalian di ring R . Karena 1  
merupakan identitas perkalian di ring R , maka diperoleh '1'11 . Karena '1  
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juga merupakan identitas perkalian di ring R , maka diperoleh 111 ' . Jadi, 
diperoleh 1'1 . Maka terbukti 1  adalah elemen yang tunggal di R . 
 
Definisi 2.6 (Gilbert, Jimmie., dan Gilbert, Linda., 1991) Jika setiap elemen 
pada himpunan A  adalah elemen himpunan B , maka A  disebut subset B dan 
ditulis dengan BA . 
 
 Berdasarkan definisi tersebut, dapat diketahui bahwa setiap elemen-
elemen yang terdapat pada himpunan A  juga merupakan elemen-elemen pada 
himpunan B . 
 
Contoh 2.4 
Misalkan dcbaA ,,,  dan dcbaB ,,,  
Maka BA , yaitu setiap elemen-elemen dari himpunan A  juga merupakan 
elemen-elemen dari himpunan B . 
 
Definisi 2.7 (Gilbert, Jimmie., dan Gilbert, Linda., 1991) Jika A  dan B  adalah 
suatu himpunan sedemikian hingga BA  dan BA , maka A  adalah proper 





Z  dan 3,2,0A  maka 
4
ZA , artinya “ A  merupakan 
himpunan bagian dari himpunan B ”. 
 
 Misalkan R  ring dan S  merupakan suatu himpunan bagian tak kosong 
dari ring. Jika S  merupakan ring terhadap operasi yang sama pada R , maka dapat 
dikatakan bahwa S  merupakan subring dari R . Sebagaimana didefinisikan oleh 
Khanna, V.K  bersama Bhambri, S.K 
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Definisi 2.8 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Suatu himpunan 
bagian tak kosong S  dari ring disebut subring dari R  jika S  merupakan ring 
terhadap operasi yang sama pada R . 
 
Teorema 2.2 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Suatu himpunan 
bagian tak kosong S  dari ring R  merupakan subring dari R  jika dan hanya jika 
untuk setiap Sba ,  berlaku Sab  dan Sba . 
Bukti: 
 Akan ditunjukkan jika S  merupakan subring dari R , maka menurut definisi 
2.1 S  merupakan grup komutatif (abelian) terhadap operasi penjumlahan yaitu 
untuk setiap Sba ,  berlaku Sba , Sb  maka Sb  sedemikian hingga 
Sbababa . Selanjutnya, karena S  merupakan subring dari R , 
maka operasi perkalian pada R  juga merupakan operasi biner pada S , yaitu 
operasi perkalian bersifat tertutup dan akibatnya Sab  untuk setiap Sba , . 
 Akan ditunjukkan jika Sba  dan Sab  untuk setiap Sba , , maka S  
merupakan subring dari R . 
 untuk setiap Sba ,  berlaku Sab , maka S  tertutup terhadap operasi 
perkalian. 
 Ambil Sa , maka Saa , 0aaaa . Sa  hal ini 
berarti setiap elemen S  mempunyai invers terhadap operasi penjumlahan.  
 Ambil Sb  dan Se , maka Sbe  dan Sbbebe . 
Sb  sehingga S  memuat elemen nol. 
 Ambil Sa  dan Sb  maka Sba  dan Sbaba  
karena Sb  maka Sb . Hal ini menunjukkan bahwa S  bersifat 
tertutup terhadap operasi penjumlahan. 
 
Selanjutnya karena RS , maka untuk sebarang Sa  berlaku Ra . Jadi sifat 
assosiatif dan distributif (kanan dan kiri) juga berlaku pada setiap elemen S . 
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Jadi semua aksioma ring dipenuhi oleh S , maka S  merupakan suatu ring R . 
RS  dan S  suatu ring dengan operasi yang sama pada R , maka S  adalah 
subring dari R . 
 
Definisi 2.9 (Khanna, Vijay K. dan Bhambri, S.K., 1993) Suatu elemen a  di 
ring R  disebut idempoten jika aa
2 . Suatu elemen Ra disebut nilpoten jika 
0
n
a  untuk semua bilangan bulat positif n. 
 
Contoh 2.6 






 mod 4. 
Karena 000 , 111 , 022 , 133  
Maka dapat diketahui bahwa 0 dan 1 adalah idempoten. 







AM  adalah idempoten. 
Penyelesaian: 
Berdasarkan definisi 2.9 Suatu elemen A  di 
22
M  disebut idempoten jika 
AA

















2.2 Ring Reguler 
 Suatu ring R  dikatakan reguler jika dan hanya jika masing-masing elemen 
di R  adalah reguler. Suatu elemen di R  dikatakan  reguler jika untuk setiap 
elemen a  di ring R  terdapat elemen  x  di R . 
 
Definisi 2.10 (Krishnaswamy, D. dan Kumaresan, N., 2010) Suatu elemen a  
di ring R  disebut reguler jika dan  hanya jika terdapat x  di R  sehingga berlaku 
aaxa . Ring R  adalah reguler jika dan hanya jika masing-masing elemen R  
adalah reguler. 
 
 Berdasarkan definisi di atas dapat diketahui bahwa  elemen a  di R  
merupakan elemen ring yang reguler jika terdapat  Rx . Dan berdasarkan 
definisi 2.5 jika terdapat Rx  untuk setiap Ra , maka elemen a  di ring R  
mempunyai perkalian invers. Dimana x  merupakan invers dari elemen a , yaitu 















1 Z  
Maka aaxa , Rx . Sebelumya akan dicari dulu bahwa 1xaax , 
yaitu: 
11 x  
     111 , 11ax . 
 
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa aaxa , yaitu: 
aaxa  
 aaax  
 II-12 
  1111  
   111  




3 Z  
Maka aaxa , Rx , dengan cara yang sama akan ditunjukkan bahwa 
1xaax , yaitu: 
 13 x  
 133 , 13 ax . 
 
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa aaxa , yaitu: 
 aaxa  
  aaax  
 3333  
   331  




Za  adalah sebarang, maka 
4








M  himpunan semua matriks 22  atas . Akan ditunjukkan 
bahwa 
22









 adalah ring. 
Berdasarkan definisi 2.10, 
22
M  adalah ring reguler jika untuk setiap 
22
MA  terdapat 
22
MX  maka A  adalah elemen reguler sehingga 







A  dan ada 
22
MX  dengan X  adalah invers 















































































































MA  adalah reguler dan terdapat 
22
MX  merupakan invers 
dari 
22
MA , sehingga terbukti bahwa AAXA . 
 
2.3 Field 
 Sub bab ini penulis akan menjelaskan tentang field, dimana elemen-
elemen  pada field selain elemen nol membentuk suatu grup yang komutatif 
(abelian) terhadap perkalian.  
 
Definisi 2.11 (Fraleigh, John B., 1994) Diketahui F ring komutatif dengan 
elemen unity. Jika setiap elemen pada F selain elemen 0 merupakan unit, maka F 
disebut field. Dengan kata lain himpunan F disebut field jika dan hanya jika 
memenuhi ketiga aksioma berikut: 
1. ,F  merupakan grup komutatif. 
2. ,0F  merupakan grup komutatif. 






Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 7 dengan 6,5,4,3,2,1,0
7
Z dan 1 
merupakan elemen unit pada perkalian. Tunjukkanlah bahwa 
7
Z  merupakan field. 
Penyelesaian: 
Tabel 2.3 Penjumlahan himpunan bilangan bulat modulo 7 ,
7
Z .  
 0 1 2 3 4 5 6 
0 0 1 2 3 4 5 6 
1 1 2 3 4 5 6 0 
2 2 3 4 5 6 0 1 
3 3 4 5 6 0 1 2 
4 4 5 6 0 1 2 3 
5 5 6 0 1 2 3 4 
6 6 0 1 2 3 4 5 
 
 
Tabel 2.4 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 7 ,
7
Z . 
 0 1 2 3 4 5 6 
0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 
2 0 2 4 6 1 3 5 
3 0 3 6 2 5 1 3 
4 0 4 1 5 2 6 3 
5 0 5 3 1 6 4 2 
6 0 6 5 4 3 2 1 
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Berdasarkan Tabel 2.3 dan Tabel 2.4, akan ditunjukkan bahwa 
7
Z  merupakan 
field  bila memenuhi aksioma-aksioma pada  field, yaitu: 
1. ,
7
Z  merupakan grup komutatif 
a) 
7
, Zba  berlaku abba  
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , dan  
7






b)   
7
,, Zcba  berlaku cbacba  
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , 4b  , dan 
7
1 Zc . 
Maka: 
142142  
  1652  




c)  Ae  sedemikian hingga 
7
Za  berlaku aaeea  
 Misalkan diambil sebarang nilai 
7
2 Za  . 
Maka: 
222 ee  
   0e . 
 
d)  Aa  sedemikian hingga 
7
Za  berlaku 0aaaa  
 Misalkan diambil sebarang nilai 
7
2 Za . 
Sehingga: 
022 aa  








Z  merupakan grup komutatif 
a) 
7
, Zba  berlaku 
7
Zabba  
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , dan  
7






,, Zcba  berlaku cbacba  
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , 4b  , dan 
7










Ze  sedemikian hingga 
7
Za  berlaku aaeea  
 Misalkan diambil sebarang nilai 
7
4 Za  sehingga: 
444 ee  
44114  
    1e .  
 
d)  Aa
1  sedemikian hingga 
7
Za  berlaku eaaaa
11  
 Misalkan diambil sebarang nilai 
7
4 Za . 
Sehingga: 
















Z  merupakan distributif kanan dan distributif kiri 
a)  Acba ,,  berlaku cabacba  (distributif kiri) 
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , 4b , dan 
7
1 Zc . 
Maka 1242142  
2152  




b)  Acba ,,  berlaku cbcacba  (distributif kanan) 
 Ambil sebarang nilai dari 
7
Z . 
Misalkan 2a , 4b , dan 
7
1 Zc . 
Maka 1412142  
4216  






Z  memenuhi aksioma-aksioma pada field. Maka terbukti bahwa 
7
Z  




Metodologi yang penulis pakai pada skripsi ini adalah metodologi studi literatur 
terhadap referensi-referensi yang berkaitan dengan ring, ring reguler, field, 
smarandache ring, dan smarandache ring reguler yaitu dengan langkah-langkah 
sebagai berikut: 
1. Memahami tentang ring dan kemudian memberikan contoh dari ring 
tersebut. 
2. Memahami tentang ring reguler dan kemudian memberikan contoh dari ring 
reguler tersebut. 
3. Memahami tentang field dan kemudian memberikan contoh dari field 
tersebut. 
4. Memahami tentang smarandache ring dan kemudian memberikan contoh 
dari smarandache ring tersebut.   
5. Mencari definisi smarandache ring reguler yang merupakan hasil yang akan 
dicapai dalam penulisan tugas akhir ini.   











Langkah-langkah metodologi penelitian di atas dapat digambarkan dalam 


















Memahami tentang Ring 
 
Memahami tentang Ring Reguler 
 
Memahami tentang Field 
 
Mulai 













 Berdasarkan landasan teori telah dibahas mengenai konsep ring, ring 
reguler, dan field. Maka pada bagian ini akan dibahas mengenai konsep 
Smarandache ring reguler. Tapi sebelum membahas Smarandache ring reguler, 
akan dijelaskan dulu tentang Smarandache ring. 
 
4.1 Smarandache Ring 
Smarandache ring diperkenalkan oleh Florentin Smarandache dan Padilla 
Raul pada tahun 1998. Ring Smarandach merupakan konsep paling dasar yang 
selanjutnya digunakan untuk mempelajari tentang Smarandache ring reguler. Pada 
sub bab ini akan dijelaskan beberapa definisi yang berkaitan dengan Smarandache 
ring beserta contohnya. 
 
Definisi 4.1 (Srinivas  T. dan Sekhar Rao, A.K.S. Chandra, 2009) Suatu 
Smarandache ring (S-ring) didefinisikan dengan ring A , sedemikian hingga 
proper subset A  merupakan field terhadap operasi yang sama.  
 
 Berdasarkan definisi di atas, dapat disimpulkan bahwa Smarandache ring 





Z  adalah ring. Maka akan ditunjukkan bahwa 
proper subset A dari 
12
Z , dengan anggota 8,4,0A  adalah field dan 4 
merupakan elemen unit sehingga 
12







Tabel 4.1 Penjumlahan himpunan bilangan bulat modulo 12 ,
12
Z   
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 
3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 
4 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 
5 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 
6 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 
7 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 
8 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 
9 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
11 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 
Tabel 4.2 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 12 ,
12
Z  
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 
3 0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9 
4 0 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 
5 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7 
6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 
7 0 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5 
8 0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4 
9 0 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3 
10 0 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2 
11 0 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
 IV-3 
Berdasarkan Tabel 4.1 dan Tabel 4.2 akan ditunjukkan bahwa 8,4,0A  
merupakan  field  bila memenuhi sifat  field, yaitu: 
1. ,A  merupakan grup komutatif 
a) Aba ,  berlaku abba  
  A8,4  maka A04884 . 
 
b)    Ae  sedemikian hingga Aa  berlaku aae  
  A4  sehingga 44e  
       0e  
 
  A8  sehingga 88e  
 0e . 
 
 c)  Aa  sedemikian hingga Aa  berlaku 0aaaa  
  A4  sehingga 044 aa  
 04884  
Maka 8a  A . 
 
  A8  sehingga 088 aa  
08448  
     Maka 4a  A  
 
2. ,0A  merupakan grup komutatif 
a) Aba ,  berlaku Aabba  
  A8,4  maka 84884  A . 
 
b)    Ae  sedemikian hingga Aa  berlaku aea  
  A4  sehingga 44 e  
 4e .  
 
  A8  sehingga 88 e  




1  sedemikian hingga Aa  berlaku eaaaa
11  
  A4  sehingga 444 11 aa  
 44444  
Maka 4
1
a  A . 
 
  A8  sehingga 488 11 aa  
  48888   
Maka 81a  A . 
 
3. A distributif kanan dan distributif kiri 
a)  Acba ,,  berlaku cabacba  (distributif kiri) 
  A8,4,0  maka 08040840 A . 
 
b)  Acba ,,  berlaku cbcacba  (distributif kanan) 
  A8,4,0  maka 08480480 A . 
 
Karena proper subset 8,4,0A  merupakan field. Maka terbukti bahwa 
12
Z  
merupakan Smarandache ring.  
 
Definisi 4.2  (Srinivas  T. dan Sekhar Rao, A.K.S. Chandra, 2009) Diberikan 
R  suatu ring. R  dikatakan Smarandache ring pada tingkatan II  (S-ring II) jika di 
R  terdapat  proper subset A  A  sehingga berlaku: 
1. A  penjumlahan grup abelian. 
2. A  semigrup atas perkalian. 





Z  adalah ring. Tunjukkanlah bahwa 
6
Z  merupakan 





Tabel 4.3 Penjumlahan himpunan bilangan bulat modulo 6 ,
6
Z . 
 0 1 2 3 4 5 
0 0 1 2 3 4 5 
1 1 2 3 4 5 0 
2 2 3 4 5 0 1 
3 3 4 5 0 1 2 
4 4 5 0 1 2 3 
5 5 0 1 2 3 4 
 
Tabel 4.4 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 6 ,
6
Z . 
 0 1 2 3 4 5 
0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 
2 0 2 4 0 2 4 
3 0 3 0 3 0 3 
4 0 4 2 0 4 2 
5 0 5 3 3 2 1 
 
Berdasarkan Tabel 4.3 dan Tabel 4.4 akan ditunjukkan bahwa 
6
Z  merupakan 
Smarandache ring tingkat II  (S-ring II) jika proper subset 4,2,0A  memenuhi 
sifat-sifat berikut: 
1) A  penjumlahan grup abelian. 
a) Aba ,  berlaku Aba  (Tertutup) 
  A4,2,0  maka 220 A  
  440 A  
  042 A  
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b)   Acba ,,  berlaku cbacba  (Assosiatif) 
  A4,2,0  maka cbacba  
  420420  
    4200  
    00  A  
 
c) Aba ,  berlaku abba  (Komutatif) 
  A4,2,0  maka 20220 A  
  40440 A  
  04242 A  
 
d)  Ae  sedemikian hingga Aa  berlaku aae (Elemen Identitas) 
  A4  sehingga 44e  
       0e  
 
  A8  sehingga 88e  
 0e . 
 
e)  Aa  sedemikian hingga Aa  berlaku 0aaaa  
(Elemen Invers) 
  A4  sehingga 044 aa  
 04884  
Maka 8a  A . 
 
  A8  sehingga 088 aa  
08448  
     Maka 4a  A  
 
2) A  semigrup atas perkalian. 
a) Aba ,  berlaku Aba  (Tertutup) 
  A4,2,0  maka 020 A  
  040 A  
  242 A  
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b) Acba ,,  berlaku cbacba  
  A4,2,0  maka 420420  
  4020  
     00  A . 
 
3)  Aba , ; 0ab , jika dan hanya jika 0a  atau 0b . 
  A2,0   maka 020  
  A0,4   maka 004  
 
Karena proper subset 4,2,0A  memenuhi sifat-sifat pada Smarandache ring 
tingkat II . Maka terbukti bahwa 
6
Z  merupakan S-ring II.  
 
Definisi 4.3 (Kandasamy, W.B. Vasantha, 2002) Diberikan R  suatu ring 
dengan unit. Dikatakan 1\Rx  adalah Smarandache unit (S-unit) jika terdapat 
Ry  sedemikian hingga: 
1. 1xy  
2. Ada ba , di 1,,\ yxR . 
i. yxa  atau yax  atau 
ii. xyb  atau xby  dan 





Z  merupakan ring pada perkalian modulo 5. Buktikan 
bahwa 
5








Tabel 4.5 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 5 ,
5
Z .  
 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 1 3 
3 0 3 1 4 2 




Zx  yaitu 2, maka: 
1. 1yx  
12 y  





i. yax  atau yxa  
32 a  
  32a  
342   324  , Maka diperoleh 4a . 
 
 ii. xby  atau xyb  
  23 b   23b  
  243   234   , Maka diperoleh 4b . 
 
 iii. 1ba  
  144 . 
 
Karena sifat-sifat Smarandache unit (S-unit) terpenuhi oleh 
5
Z , maka ,
5
Z  
merupakan suatu Smarandache unit (S-unit). 
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Definisi 4.4 (Kandasamy, W.B. Vasantha, 2002) Diberikan R  suatu ring. Suatu 
element Rx0  merupakan Smarandache idempoten (S-idempoten) R  jika: 
1. xx 2 . 
2. ada \Ra {x, 1, 0}. 
i. xa 2  
ii. axa  atau xax . 
 
Contoh 4.4 
Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 6 dengan 5,4,3,2,1,0
6
Z  . Apakah 
6




Zx  yaitu 
6
4 Zx  




2 Z  4\  sedemikian hingga: 
i. 42 2  (mod 6),  
 
ii. 224  242 . 
 
Karena 4x  memenuhi aksioma – aksioma pada S-idempoten, maka 4x  






3 Z  sedemikian hingga 33
2 (mod 6). 3 adalah suatu idempoten di 
6




Definisi 4.5 (Kandasamy, W.B. Vasantha, 2002) Diberikan R  suatu ring. Suatu 
elemen nilpoten  Rx0  dikatakan Smarandache elemen nilpoten (S-elemen 
nilpoten) jika 0nx  dan terdapat xRy ,0\  sedemikian hingga 0yx
r  atau 
0
s
yx , 0, sr  dan 0
m






Z  suatu ring pada himpunan bilangan 
bulat modulo 12. Apakah 
12




Zx  yaitu 
12
6 Zx  
1. 0nx   06 2 . 
 
2. Terdapat xZy ,0\
12
 sedemikian hingga: 




y  atau 06 2y  
 
086
2  atau 068
2  (mod 12). 
 
ii. 0my   88 3  (mod 12). 
 
Karena sifat-sifat S-elemen nilpoten terpenuhi, maka 
12
Z  merupakan S-elemen 
nilpoten. 
 
4.2 Smarandache Ring Reguler 
Berdasarkan bab II telah dijelaskan beberapa definisi tentang ring, ring 
reguler dan field, serta dari pembahasan telah dijabarkan beberapa definisi yang 
berkaitan dengan Smarandache ring. Berdasarkan hal itu penulis membuat suatu 
definisi tentang Smarandache ring reguler (S-ring reguler) yang akan dipaparkan 
pada  definisi berikut ini. 
 
Definisi 4.6: Diberikan  suatu ring R , R  didefinisikan sebagai Smarandache ring 
reguler (S-ring reguler) jika di R  terdapat proper subset A , sedemikian hingga: 
1. A   merupakan semigrup atas perkalian. 
2. Terdapat elemen Ae  sedemikian hingga aea , Aa . 
3. Untuk setiap Aa  terdapat Ax , sedemikian hingga aaxa . 
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Berdasarkan definisi tersebut, dapat diketahui bahwa proper subset A  
bersifat tertutup dan assosiatif, serta mempunyai unity 1 pada elemen identitas 





Z  adalah suatu ring. Maka akan ditunjukkan 
10
Z  merupakan 
Smarandache ring reguler jika proper subset A  dari 
10
Z , dengan anggota 
7,3,1A  memenuhi sifat-sifat pada definisi  Smarandache ring reguler. 
Penyelesaian: 
Table 4.6 Penjumlahan himpunan bilangan bulat modulo 10 ,
10
Z .  
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
2 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 
3 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 
4 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 
5 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 
6 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 
7 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 
8 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 






Table 4.7 Perkalian himpunan bilangan bulat modulo 10 ,
10
Z  
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
2 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 
3 0 3 6 9 2 5 8 1 4 7 
4 0 4 8 2 6 0 4 8 2 6 
5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 
6 0 6 2 8 4 0 6 2 8 4 
7 0 7 4 1 8 5 2 9 6 3 
8 0 8 6 4 2 0 8 6 4 2 
9 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
 
Berdasarkan Tabel 4.6 dan Tabel 4.7, 
10
Z  merupakan Smarandache ring reguler 
jika proper subset 7,3,1A  memenuhi sifat-sifat yang terdapat pada definisi 
4.6. Tapi sebelumnya akan kita tunjukkan dulu bahwa 
10
Z  merupakan suatu ring 
bila memenuhi: 




Diambil sebarang nilai dari 
10
Z , misalkan 
10






















Diambil sebarang nilai dari 
10
Z  
Misalkan 1,3 ba  dan 
10
7 Zc  
1713cba  
1713cba  
Sehingga 1cbacba . 
 
 Komutatif 











Sehingga : 0abba  
Maka 
10
Z merupakan komutatif. 
 
 Adanya unsur satuan atau identitas. 





3 Za  











 Adanya unsur balikan atau invers 
            Ambil sebarang nilai dari 
10
Z  
            Misalkan 
10
3 Za  







Maka 7a . 
Jadi, 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0
10


































Ambil sebarang nilai dari 
10
Z  
Misalkan 1,6 ba  dan 
10




Sehingga 0cbacba  , maka 
10








3) Distributif perkalian terhadap pejumlahan ,,
10
Z  
Diambil sebarang nilai dari 
10
Z  
Misalkan 3,1 ba  dan 
10
7 Zc  
 731cba       





               
            7131caba  




Maka, 0cabacba . 
 
 731cba    




           
7371cbca  









Z  merupakan distributif perkalian terhadap 




Z  memenuhi semua aksioma-aksioma yang ada, 
maka 
10




Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 
10
Z  merupakan Smarandache ring reguler 
jika proper subset 7,3,1A  berlaku: 
1) A   merupakan semigrup atas perkalian. 
 Tertutup 
 Aba ,  berlaku Aba  
A3,1  berlaku A331 . 
A7,1  berlaku A771 . 
A7,3  berlaku A173 . 
 
 Assosiatif 
 Acba ,,  berlaku Acba  
A7,3,1  berlaku A111731 . 
 Acba ,,  berlaku Acba  
A7,3,1  berlaku A173731 . 
 
2) Terdapat elemen Ae  sedemikian hingga aea , Aa . 
 Aa ,  Ae  sedemikian hingga aea  
  Aa 1 , maka 11 e  
   A111 . 
 
 Aa 3 , maka 13 e  
  A313 . 
 
 Aa 7 , maka 77 e . 
  A717 . 
 
3) Untuk setiap Aa  terdapat Ax , sedemikian hingga aaxa . 
Berdasarkan definisi 2.5 untuk setiap Aa , maka terdapat Ax  dimana x  
merupakan perkalian invers dari a , yaitu: 1xa . 
 Aa 1 , maka:  
11 x  




 Selanjutnya:  aaxa  
       aaxa  
          1111  
                111  
       A11 . 
 
 Aa 3 , maka: 
13 x  
       173  Aax 71 . 
 
Selanjutnya:  aaxa  
   aaxa  
            3373  
  331  
               33 . 
 
 Aa 7 , maka: 
17 x  
      137  Aax 31 . 
 
Selanjutnya:  aaxa  
             aaxa  
             7737  
            771  
                77 . 
 
Karena kondisi-kondisi pada  Smarandache ring reguler terpenuhi oleh proper 
subset
10
7,3,1 ZA . Maka himpunan bilangan bulat modulo 10 merupakan 







 Berdasarkan pembahasan dari tugas akhir ini diperoleh kesimpulan bahwa 
Smarandache ring merupakan suatu himpunan yang memiliki proper subset A  
yang bersifat  field, yaitu: 
1. ,A  merupakan grup komutatif. 
2. ,0A  merupakan grup komutatif. 
3. A distributif kanan dan distributif kiri. 
Sedangkan Smarandache ring reguler memiliki proper subset A, sedemikian 
hingga: 
1. A   merupakan semigrup atas perkalian 
2. Terdapat elemen Ae  sedemikian hingga aea , Aa . 
3. Untuk setiap Aa  terdapat Ax , sedemikian hingga aaxa . 
  
5.2 Saran 
 Penelitian ini membahas mengenai konsep dasar dalam pengenalan 
Smarandache ring reguler dan menentukan sifat-sifat dari proper subset pada 
Smarandache ring reguler. Bagi pembaca yang tertarik dapat melanjutkan  
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